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Progressão aritmética ( PA )
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Definição

 

Consideremos a seqüência ( 2, 4, 6, 8, 10, 12, 14, 16).

Observamos que, a partir do segundo termo, a diferença entre qualquer termo e seu antecessor é sempre a mesma:

4 – 2 = 6 – 4 = 10 – 8 = 14 – 12 = 16 – 14 = 2

Seqüências como esta são denominadas progressões aritméticas (PA).A diferença constante é chamada de razão da progressão e costuma ser representada por r. Na PA dada temos r = 2.

Podemos, então, dizer que:
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São exemplos de PA:

·  

·         (5, 10, 15, 20, 25, 30) é uma PA de razão r = 5

·         (12, 9, 6, 3, 0, -3) é uma PA de razão r = -3

·         (2, 2, 2, 2, 2,...) é uma PA de razão r = 0
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Notação

 

PA( a1, a2, a3, a4, ...., an)

Onde:

a1= primeiro termo

r = razão

n = número de termos( se for uma PA finita )

an = último termo, termo geral ou n-ésimo termo  

 

Exemplo: PA (5, 9, 13, 17, 21, 25)

a1 = 5     r = 4   n = 6  an = a6 = 25
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Classificação

 

Quanto a razão:

·         (5, 10, 15, 20, 25, 30) é uma PA de razão r = 5.

Toda PA de razão positiva ( r > 0 ) é crescente.

·         (12, 9, 6, 3, 0, -3) é uma PA de razão r = -3

Toda PA de razão negativa ( r < 0) é decrescente.

·         (2, 2, 2, 2, 2,...) é uma PA de razão r = 0

Toda PA de razão nula ( r = 0 ) é constante ou estacionária.

 

Quanto ao número de termos:

·         (5, 15, 25, 35, 45, 55) é uma PA de 6 termos e razão r = 10.

Toda PA de n° de termos finito é limitada.

·         (12, 10, 8, 6, 4, 2,...) é uma PA de infinitos termos e razão r = -2,  Toda PA de n° de termos infinito é ilimitada.
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P1:Três termos consecutivos
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Exemplo: 

Consideremos a PA(4, 8, 12, 16, 20, 24, 28) e escolhamos três termos consecutivos quaisquer: 4, 8, 12 ou 8, 12, 16 ou ... 20, 24, 28.

Observemos que o termo médio é sempre a média aritmética dos outros dois termos:
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 seja a PA

 ( a1, a2, a3 )   temos que:   
Exemplo1:  Determine x para que a sequencia  ( 3, x+3, 15) seja uma PA

  X+3 =  ( 3 + 15) / 2  =>    x+3 =9   =>  x= 6      ( 3,  6+3  , 15)     => (3, 9 , 15)

exemplo2: Determinar x para que a seqüência (3+x,5x,2x+11) seja  PA

resolvendo essa equação   obtém-se x=2

P2: Termo Médio
 

 

 

 

Exemplo: Consideremos a PA(3, 6, 9, 12, 15, 18, 21) e o termo médio é 12. Observemos que o termo médio é sempre a média aritmética do primeiro e do último.    [image: image2.wmf]12
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                 Representação genérica de uma PA de três termos
Para a resolução de certos problemas (envolvendo soma ou produto dos termos da PA). É de grande utilidade representar uma PA nas seguintes formas: (x, x+r,x+2r)  ou (x-r ,x, x+r)  onde “r” e a razão da PA.
Exemplo Determinar a PA  crescente de três termos,sabendo que a soma desses termos é 3 e que o produto vale –8    
 Soma dos ermos            x-r + x + x+r = 3  =>  3x=3 => x = 1                                                  Produto dos termos    (1- r).(1).(1+r) = -8   => 1-r2 = - 8  => 1+8 = r2 => r2 = 9   r = +3 ou -3   como a PA é crescente temos que r = 3   resposta   (-2,1,4)

 

P3: Termos Eqüidistantes
 

 

 

 

 

Exemplo: 

Consideremos a PA(3, 7, 11, 15, 19, 23, 27, 31).

 

7 e 27

11 e 23      são os termos eqüidistantes dos extremos 3 e 31

15 e 19
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Termo Geral

 

Uma PA de razão r pode ser escrita assim:

PA( a1, a2, a3, a4, ...., an-1 an)

Aplicando a definição de PA, podemos escrevê-la de uma outra forma:

 

PA( a1, a2, a3, a4, ...., an-1 ,an)

 

 

PA( a1, a1+ r, a1+ 2r, a1+ 3r, a1+ 4r, ..., a1+ (n-1)r  )

 

Portanto, o termo geral será:

 

 

 

                      Exercícios Resolvidos

 

1. 1.      Determine  o quarto termo da PA(3, 9, 15,...).

Resolução:    a1=3   a2=9      r = a2 - a1 = 9 – 3 = 6

(a1, a2, a3, a4,... )

 

 

Então:       a4 = a1 + r + r + r  =>  a4 = a1 + 3r  =>a4 = 3 + 3.6  =>      a4 = 3+18       a4 = 21 

 

2. 2.      Determine o  oitavo termo da PA na qual a3 = 8 e r = -3.

Resolução:      a3 = 8     r = -3
(a1, ...,a3, a4, a5, a6, a7, a8,... )

 

 

 Então:   a8 = a3 + r + r + r + r + r  =>   a8 = a3 + 5r =>    a8 = 8 + 5.-3

               a8 = 8 – 15  =>     a8 = - 7

 

3. 3.      Interpole 3 meios aritméticos entre 2 e 18.

Resolução:

Devemos formar a PA(2, ___, ___, ___, 18), em que:

a1 = 2       an = a5 = 18      n = 2 + 3 = 5

Para interpolarmos os três termos devemos determinar primeiramente a razão da PA. Então:

a5 = a1 + r + r + r + r        a5 = a1 + 4r

18 = 2 + 4r                   16 = 4r       r = 16/4        r = 4

Logo temos  a PA(2, 6, 10, 14, 18)
 

Soma dos Termos de uma PA finita

  

Consideremos a seqüência ( 2, 4, 6, 8, 10, 12, 14, 16, 18, 20).

Trata-se de uma PA de razão 2. Suponhamos que se queira calcular a soma dos termos dessa seqüência, isto é, a soma dos 10 termos da PA(2, 4, 6, 8, ..., 18,20). 

Poderíamos obter esta soma manualmente, ou seja, 2+4+6+8+10+12+14+16+18+20 =110. Mas se tivéssemos de somar 100, 200, 500 ou 1000 termos? Manualmente seria muito demorado. Por isso precisamos de um modo mais prático para somarmos os termos de uma PA. Na PA( 2, 4, 6, 8, 10, 12, 14, 16, 18, 20) observe:

   

a1+a10 = 2 + 20 = 22   a2+a9 = 4 + 18 = 22     a3+a8 = 6 + 16 = 22

a4+a7 =8 + 14 = 22     a5+a6 = 10 + 12 = 22

 

Note, que a soma dos termos eqüidistantes é constante ( sempre 22 ) e apareceu exatamente 5 vezes (metade do número de termos da PA, porque somamos os termos dois a dois). Logo devemos ao invés de somarmos termo a termo, fazermos apenas 5 x 22 = 110, e assim, determinamos S10 = 110 ( soma dos 10 termos ).

E agora se fosse uma progressão de 100 termos como a PA(1, 2, 3, 4,...,100), Como faríamos?

Procederemos do mesmo modo. A soma do a1 com a100 vale 101 e esta soma vai se repetir 50 vezes(metade de 100), portanto S100 = 101x50 = 5050.

 

Então para calcular a soma dos n termos de uma PA somamos o primeiro com o último termo e esta soma irá se repetir n/2 vezes. Assim podemos escrever:

 

 

 

 

 

Exercícios Resolvidos

 

1. 1.      Calcule a soma dos 50 primeiros termos da PA(2, 6, 10,...).

Resolução:

a1 = 2

r = a2 – a1 = 6 – 2  = 4

Para podemos achar a soma devemos determinar o an(ou seja, a50):

a50 = a1 + 49r = 2 + 49.4 = 2 + 196 = 198

Aplicando a fórmula temos:

S50 = (a1+an).n/2 = (2+198).50/2 = 200.25=5000

 

2. 2.      Um ciclista percorre 20 km na primeira hora; 17 km na segunda hora, e assim por diante, em progressão aritmética. Quantos quilômetros percorrerá em 5 horas?

Resolução:

PA(20, 17,14,...)

a1 = 20

r = a2 – a1 = 17 - 20  = -3

Para podemos achar quantos quilômetros ele percorrerá em 5 horas devemos somas os 5 primeiros termos da PA e para isto precisamos do  an(ou seja, a5):

a5 = a1 + 4r = 20 + 4.-3 = 20 - 12 = 8

Aplicando a fórmula temos:

S50 = (a1+an).n/2 = (20+8).5/2 = 14.5 = 70 

Logo ele percorreu em 5 horas 70 km.

 

 

 Material elaborado pelo Prof. Alessandro P. Ribeiro

                                      Situação problema envolvendo PA

1-Em janeiro de certo ano, João estava ganhando R$ 70,00 por mês. Seu patrão

prometeu aumentar seu salário em R$ 4,00 todos os meses. Quanto João

estará ganhando em dezembro do ano seguinte?    Resp  162,00

2-Todos os anos, uma fábrica aumenta a produção, em uma quantidade

constante. No 5º ano de funcionamento, ela produziu 1.460 peças, e no

8º ano, 1.940. Quantas peças ela produziu no 1º ano de funcionamento?
Resposta produziu 820 peças.
3-Uma caixa d.água de 1.000 litros está completamente cheia e vaza 7 litros por hora.

a) Complete alguns termos da progressão sugerida abaixo:

caixa cheia _ a1 = 1.000 litros

1 hora depois _ a2 = 993 litros

2 horas depois _ a3 = .............................

3 horas depois _ a4 = .............................

4 horas depois _ a5 = .............................

b) Quantos litros terá a caixa 24 horas depois do instante em que estava

cheia?   839 litros

4-Uma criança está brincando de fazer quadrados com palitos de fósforo

como mostra o desenho: 

a)Quantos quadrados ela fez com 250 palitos? resposta  83 quadrados

Sugestão: Forme uma progressão da seguinte forma:

1 quadrado = 4 palitos _ a1 = 4 2 quadrados = .... palitos _ a2 = ....
b) Quantos palitos são necessários para fazer 100 quadrados?resp  301
5-Em uma PA, a10 = 33 e a17 = 68. Calcule a32.   resposta 143

6-Um menino tem R$ 19,00 no seu cofre e, a partir de certo mês, passou a tirar

R$ 0,80 todos os dias para um sorvete.

a) Organize uma PA mostrando a quantia que resta no cofre após o sorvete

diário. Assim:

1º dia _ a1 = 18,20

2º dia _ a2 = ..........................

3º dia _ a3 = ..........................

4º dia _ a4 = ..........................

b) Que quantia havia no cofre após o sorvete do 15º dia?      R$7,00

c) Qual foi o 1º dia em que ele não pôde tomar sorvete?  Dia 24

7-No acostamento de uma estrada, existem dois telefones para pedidos de socorro

mecânico: um no km 51 e outro no km 117. Entre eles, serão colocados mais 10

telefones, de modo que entre um e o seguinte se tenha sempre a mesma

distância. Determine em que quilômetros ficarão os novos telefones.  57, 63, 69, 75, 81, 87, 93, 99, 105 e 111

8-Um aluno escreveu todos os números ímpares desde 17 até 63. Quantos

números ele escreveu?   Resp  24 números
9-Um ciclista percorre 20 km na primeira hora; 17 km na segunda hora, e assim por diante, em progressão aritmética. Quanto quilômetro percorrerá em 5 horas de treino?   70km
10- Foram vendidas 12 unidades no primeiro dia e as vendas seguiram em PA de razão 8. Logo pode escrever a seguinte PA (12, 20, 28, 36,....).Foram registradas 2700 transações no portal, isto é, a soma de vendas durante n dias foi de 2700, logo devemos determinar em quantos dias foram registradas estas 2700 transações  resposta  após 25 dias

11-Num triangulo os seus ângulos internos são  x,  x + 20°e  x + 40° sabendo que esses ângulos estão escritos na forma de P.A, determine o valor desses ângulos   resposta  (40,60,80)
12- Dada a P.A. (2, x, 10, y, 18, 22, z, 30), calcule x; y; z. Resposta  6   14  e  26

13- Determine x para que a sequência (3x - 4; x + 12; 9x - 12) forme uma P.A. resp 4

14- Sendo a P.A. (x, 5, 9, ...) determine a posição ocupada pelo número 149.resp 38

15- UFRJ) Seu Juca resolveu dar a seu filho Riquinho uma mesada de R$300,00 por mês. Riquinho, que é muito esperto, disse a seu pai que, em vez da mesada de R$300,00, gostaria de receber um pouquinho a cada dia: R$1,00 no primeiro dia de cada mês e, a cada dia, R$1,00 a mais que no dia anterior. Seu Juca concordou, mas, ao final do primeiro mês, logo percebeu que havia saído no prejuízo. Calcule quanto, em um mês com 30 dias, Riquinho receberá a mais do que receberia com a mesada de R$300,00. resp165 a mais

16-A razão de uma PA, na qual a3 + a5 = 20 e a4 + a7= 29,    vale: a 3  b  5  c  7  d  9   e 11

17 (MACK-SP) – O produto das raízes da equação x² + 2x – 3 = 0 é a razão de uma PA de primeiro termo 7. O 100º termo dessa PA é: a-200 b-304 c-290 d-205 e-191

18- Um atleta resolve fazer um programa de condicionamento físico, conforme tabela:   1ª dia corre 1000 m , 2ª dia corre 1500 m , 3ª dia corre 2000 m , 4ª dia corre 2500 m até atingir 15 km. A função matemática que expressa o condicionamento diário;   em que dia ele correrá os 15 km                  resp  C=1000+(d -1)A.  , 29dia

19-Num leilão os lances foram revezados entre o Sr. Moura e o Sr. Lopes variando sempre em R$ 120,00 ( que é a razão da PA ). O 10° lance foi dado pelo Sr. Lopes e no valor de R$ 1600,00. Devemos descobrir quem deu o primeiro lance e o seu valor.  resposta foi dado pelo Sr. Moura , no valor de R$ 520,00.
http://geocities.yahoo.com.br/silvandabr/index.html
http://www.colegionobel.com.br/mathnobel/pa99/index.htm
http://paginas.terra.com.br/educacao/calculu/Exercicios/Pa01/pa01.htm
http://geocities.yahoo.com.br/silvandabr/papg.html
http://www.passei.com.br/telecurso2000.php
http://www.unificado.com.br/matematica/prof_ale/Progressao_aritmetica1.htm    bom

http://progressao.tripod.com.br/ExercicioResolvido2.html
http://progressao.tripod.com.br/P.A..html  bom

   Exercícios de PA

1) Quantos termos tem na PA ( -3,1,5,.......,113)      resposta  n=30

2) Interpolar 5 termos aritméticos entre 6 e 30    resposta  r = 4

3) Determinar a soma dos 30 primeiros termos da PA  (2,5,...)   resposta S =1365

    4)  Sabe-se que a soma dos 30 primeiros termos da PA é 110 e que a1=2.Determine a soma dos 4  primeiros termos dessa PA.    Resposta   S=20

5) Uma pessoa guarda R$ 7,00 no primeiro dia, R$ 9,00 no 2° dia, R$ 11,00 no 3° dia, e assim  sucessivamente durante vários dias. Ao final desses depósitos, ela tem guardada R$ 72,00. Durante quantos dias ela depositou dinheiro? ; Qual o valor depositado no último dia?       respostas 6 dias, R$ 17,00.

6) Num cofre há 1000 moedas iguais, retirando 10 moedas na 1ª vez, 30 na 2ª, 50 na 3ª e assim sucessivamente, depois de quantas retiradas o cofre ficará vazio.   resposta n = 10

7) Numa coleta feita entre alunos de uma escola, foram arrecadados R$ 1650,00. O primeiro aluno doou R$ 35,00, o 2° doou R$ 40,00, o 3° R$ 45,00 e assim por diante. Quantos alunos fizeram a doação.   Resposta 20 alunos

8) Em janeiro depositei R$ 100,00 num Banco, em fevereiro R$ 200,00 , em março R$ 300,00, e assim sucessivamente, sem falhar nenhum mês. Quanto terei depositado após 4 anos , se mantiver esse mesmo procedimento.  Resposta 117.600,00

                     9) Dê a soma dos sete primeiros termos da P.A. (x, 7, 11, ...) resp 105
Progressão aritmética é a seqüência numérica onde, a partir do primeiro termo, todos são obtidos somando uma constante chamada razão.�
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Numa PA, qualquer termo, a partir do segundo, é a média aritmética do seu antecessor e do seu sucessor. �
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Numa PA qualquer de número ímpar de termos, o termo do meio(médio) é a média aritmética do primeiro termo e do último termo.�
�






A soma de dois termos eqüidistantes dos extremos de uma PA finita é igual à soma dos extremos. �
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an = a1 + (n-1)r, para n��
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