Geometria Analítica: Reta
            O estudo da reta na geometria analítica não está relacionado apenas a escrita das equações das retas bem como a posição entre ponto e reta e entre duas retas. A equação da reta mais importante é a geral e quando um problema não diz que equação deseja então devemos escrever a equação geral: ax + by + c = 0, com a e b reais e não nulos simultaneamente e cujo coeficiente angular é dado por m = –a / b.

            Um ponto está ou não em uma reta, caso esteja, dizemos que o ponto pertence a reta e isto é observado simplesmente substituindo as coordenadas do ponto na equação da reta, se com a substituição a igualdade ficar verdadeira então o ponto pertence, caso contrário, o ponto não pertence.

                                                1-  Equações da Reta
 1_a) Equação geral da reta.
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Seja r a reta que passa pelos pontos A(xa,ya) e B(xb,yb). Seja P(x , y) um ponto qualquer desta reta . Pela condição de alinhamento de 3 pontos , podemos escrever:
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Fazendo Ya - Yb = a , Xa - Xb = b e XaYb - XbYa = c , decorre que todo ponto P(x,y) pertencente à reta , deve verificar a equação : ax + by + c = 0   que é chamada equação geral da reta r
   1-b)Equação reduzida  

 Da equação geral da reta ax + by + c = 0, obtemos a equação reduzida da reta             y = mx + k, onde m é o coeficiente angular da reta e k coeficiente linear da reta, ou a equação na forma    y = ax + b.  (a é o coeficiente angular e b  coeficiente linear).

1-c) Equação segmentária
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A equação  
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, onde p e q são os valores onde a reta intercepta os respectivos eixos x e y, é chamada de equação segmentária da reta.
Verificamos que a reta corta os eixos coordenados nos pontos                    A (p,0) e  B(0,q)

Ache a equação segmentária da reta de equação geral 2x + 3y - 18 = 0.

Solução:
Podemos escrever: 2x + 3y = 18 ; dividindo ambos os membros por 18 vem:
2x/18 + 3y/18 = 18/18 \ x / 9 + y / 6 = 1. Vemos portanto que p = 9 e q = 6 e portanto a reta corta os eixos coordenados nos pontos A(9,0) e B(0,6).

1-d) Equação paramétrica da reta
Quando um ponto qualquer P(x , y) de uma reta vem com suas coordenadas x e y expressas em função de uma terceira variável t (denominada parâmetro), nós temos nesse caso as equações paramétricas da reta.

Se x= f(t)  e  y = g(t)    onde f e g são funções de 1º grau.

 Nestas condições , para se encontrar a equação geral da reta , basta se tirar o valor de t em uma das equações e substituir na outra .

Exemplo Um móvel descreve uma trajetória retilínea e suas coordenadas em função do tempo t , são:
x=3.t+11  e y=-6.t-21 Qual a equação  geral e segmentária dessa trajetória?

2- PONTO DE INTERSECÇÃO ENTRE DUAS RETAS

         Para determinarmos o ponto de intersecção entre duas retas basta resolvermos o sistema formado pelas suas equações. 

       Exemplo Encontre o ponto de intersecção entre as retas r: x + y – 2 = 0 e s: x – y – 4 = 0.
O ponto de encontro ou de intersecção entre duas retas é o ponto comum, isto é, o ponto que pertence as duas retas, basta resolver o sistema formado pelas duas equações que encontramos esse ponto. Assim, por exemplo, resolvendo por comparação temos y = 2 – x, na primeira e, y = x – 4, na segunda. Daí, 2 – x = x – 4 ou 6 = 2x ou x = 3 e como y = x – 4, então, y = –1. Logo, o ponto (3,–1) é o ponto de encontro.
1) Determinar o ponto de interseção de duas retas , basta resolver o sistema de equações formado pelas equações das retas. Nestas condições , pede-se calcular as coordenadas do ponto de interseção das retas r : 2x + 5y - 18 = 0 e s : 6x - 7y - 10 = 0.     resposta  ponto P(4,2).

 3 COEFICIENTE ANGULAR DE UMA RETA

         O coeficiente angular de uma reta (  m )é um número real “a” que representa a sua inclinação ((). 

         Por definição, temos que:
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São quatro as possibilidades para o coeficiente angular:

	Reta inclinada para a direita
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	Reta inclinada para esquerda







	

	



Para determinarmos o valor do coeficiente angular (a  ou m) faremos:

            a = 
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Observação: Na equação reduzida  y= ax+b,  “b” é a ordenada do ponto onde a reta intersecciona o eixo y.,também chamado de coeficiente linear da reta e “a” representa o coeficiente angular da reta
                          Determinação do coeficiente angular
   Vamos considerar:três situações    
a) o ângulo [image: image6.png]


  é conhecido

b) As coordenadas de dois pontos distintos da reta são conhecidas:                 A(xA, yA) e B(xB, yB)
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( ângulos correspondentes) temos que .
Mas,
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 Então:
Assim, o coeficiente angular da reta que passa, por exemplo, por A(2, -3) e B(-2, 5) é:
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1. Encontre a inclinação do segmento com extremos nos pontos

a) A(1, 2) e B(3, 8);        b) A(0, – 3) e B(4, 1); 
c) Determinação do coeficiente angular da reta dadas suas equações, geral e reduzida
Dada a equação geral ou reduzida da reta; Na equação geral  ax+by+c= 0  temos que           m =-a/b , na equação reduzida  y = ax+b o valor de “a” representa o coeficiente angular da reta.
Equação da reta r que passa pelo ponto P(x,y) e tem coeficiente angular           
A equação y – yo = m (x – xo) onde (xo,yo) é um ponto conhecido e m é o coeficiente angular da reta, é chamada equação fundamental da reta
Exemplo: escreva a equação  e reduzida da reta que passa pelo ponto P(1,2) e tem                              coeficiente angular m = -2 

 Como conhecemos um ponto e o coeficiente angular escrevemos a equação fundamental da reta, isto é, (y – 2 )= -2. (x – 1) e a partir dela escrevemos a equação geral, y – 2 = -2x +2  ou   2x+y-4=0 , a  equação da reta pedida é r: 2x +y - 4 = 0. ou y=-2x+4 

                           Exercícios Propostos I
1- O valor de b para que o coeficiente angular da reta que passa pelos pontos A(4,2) e        B(2b + 1,4b) seja  –2 é:

a) –1

b) 0

c) 1

      d) 2

c) n.d.a

 2- A equação geral da reta que passa pelos pontos (2,3) e (1,5) é:

a) – 2x – y + 7 = 0    b) – 2x + y – 7 = 0
c) 2x – y – 7 = 0  d) 2x + y – 7 = 0
e) n.d.a

 3- Dada a equação da reta r: x + y – 1 = 0 e as afirmações:

  I –   o ponto (1,1) pertence a r      II –  a reta passa na origem do sistema cartesiano

III – o coeficiente angular de r é  –1    IV – r intercepta a reta s: x + y – 2 = 0 no ponto P(1,2)

a) apenas I é verdadeira        b) apenas III é verdadeira 

c) nenhuma é falsa
   d) apenas I é falsa

   e) n.d.a

                                        Exercícios propostos II
01. Os coeficientes angular e linear da reta 3y - 2x + 12 = 0 são respectivamente:

a) 2/3 e 4   b) 3/2 e 12    c) -2/3 e –12     d) 2/3 e –4     e) -3/2 e 4

02. Os pontos A(x, 0) e B(3, y), pertencem a reta de equação x – 3y + 9 = 0. A distância entre eles é:  a)   
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           b)   2    c)   3
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    d)   4
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    e)   10

03. A reta da figura abaixo tem como coeficiente angular e linear, respectivamente:

a) ½ e –2   b)2 e -1/2   c)-1/2 e –2    d)-2 e -1/2     e)  ½ e -1/2



04. Determine a equação reduzida da reta da reta r, representada pelo gráfico abaixo:

a) y = x + 3        b) y =  -x + 3      c) y = 2x+6                  d) y = x – 3          e) y = - 3x + 2



05. Determine a equação geral da reta representada pelo gráfico abaixo

a) x – 2y - 4 = 0 b) 2x + y – 2 = 0 c) 4x – 2y – 4 = 0 d) x – y + 2 = 0 e) x – y + 4 = 0

06. Determine a equação da reta que passa pelos pontos A(-3, 2) e B(5, -4)

a) 4x + 3y + 1= 0 b) 3x + 4y + 1= 0       c) x + y + 3 = 0 d) x + y – 4 = 0 e) x – y – 1 = 0

07. Obtenha o ponto de intersecção entre as retas r: 2x + 5y – 9 = 0 e s: y = - 2x – 3.

a) (-3, 3)     b)  (2, -2)  c)  (5, 22)   d)  (1, 2)      e) (3, 4)

08. Obtenha o ponto de intersecção entre as retas r: y = 2x - 6 e s: y = 3x + 2.

a) (-8, -22)  b) (1, 2)   c)   (4, -10)    d)  (5, 6)     e)   (-4, 12)

09. As retas de equação x – 3y – 2 = 0 e y = x – 2k interceptam-se no ponto (k+1, k-1) determine o valor de k e o ponto de intersecção entre as duas retas, respectivamente.

a) 1 e (2, 0)     b)    2 e (1, 0)     c)   5 e (2, 0)   d)   1 e (0, 2)   e)   2 e (1, 2)

 10.. Ache a equação segmentária da reta de equação  -2x + 9y - 18 = 0.  

  11- Dada a equação paramétrica da reta r    x=2t-1    e  y= 4t+1  pede-se :                         a) o gráfico da reta, com sua inclinação (ângulo em relação ao eixo  ox),                                            b) a equação geral e reduzida e segmentaria da reta

12-Verifique quais pontos abaixo pertencem à reta de equação 3x – 4y + 12 = 0:

a)    (0, 3)     b) (1, 2)      c) (2, 3/2)      d) (1, 1)

13. Encontre o valor de k para o qual a reta 3x + ky – 6 = 0:  tenha inclinação igual a 2.

                 04. EQUAÇÃO DO FEIXE DE RETAS

         As retas não-verticais que passam por P(x0, y0) são dadas pela equação:
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Equação de uma reta r, conhecidos o coeficiente angular e um ponto de r
   Seja r uma reta de coeficiente angular m. Sendo P(X0, Y0), P [image: image16.png]


r, e Q(x,y) um ponto qualquer de r(Q[image: image17.png]


P), podemos escrever:
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Como exemplo, vamos determinar a equação geral da reta r que passa por P(1, 2), sendo m=3. Assim, temos X0=1  e Y0=2. Logo:

y-y0=m(x-x0)  =>    y-2 = 3(x - 1) =>     y-2 = 3x - 3 =>                                                    3x - y - 1 = 0     que é a equação geral de r.

                               EXERCÍCIOS

1. Obtenha a equação da reta que passa por P(x,y)  e tem declividade m.

a) P(2, 3); m = 2              b)  P(-2, 1); m = -2        c)    P(4, 0); m = 
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2. Escreva a equação fundamental da reta que passa pelo ponto P e tem inclinação (.

a) P(2, 8) e ( = 45º    b)  P(-4, 6) e ( = 30º          c)     P(3, -1) e ( = 135º

                                                     Posições relativas entre retas
a- Paralelismo
   Duas retas, r e s, distintas e não-verticais, são paralelas se, e somente se, tiverem coeficientes angulares iguais.  mr = ms
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Determine o valor de “m” para que as retas 2x + 3y - 1 = 0 e mx + 6y – 3 = 0 sejam paralelas. 

a) 1           b)  2          c)- 4     d)- 6       e)  4

b- Concorrência
   Dadas as retas r: a1x +b1y + c1 = 0 e s: a2x + b2y + c2 = 0, elas serão concorrentes se tiverem coeficientes angulares diferentes:
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        Como exemplo, vamos ver se as retas r: 3x - 2y + 1 = 0  e  s: 6x + 4y + 3 = 0 são concorrentes:  
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c- Perpendicularismo
        Se r  e s são duas retas não-verticais, então r é perpendicular a s se, e somente se, o produto de seus coeficientes angulares for igual a -1. Lê-se [image: image23.png]rls



. Acompanhe o desenho:


                                                Exercícios
1- Determine o valor de “k” para que as retas 3x - 5y + 10 = 0 e kx + 3y – 21 = 0 sejam perpendiculares. a)1   b)  6   c) –10    d)  15  e)    5

2- OSEC-SP - Qual a posição relativa das retas r : x + 2y + 3 = 0    e                   s: 4x + 8y + 10 = 0 ?
                                  Ângulo entre duas retas
   Sendo r e s duas retas não-verticais e não-perpendiculares entre si, pelo teorema do ângulo externo [image: image24.png](&= a2+ &)



, temos:
[image: image25.png]



[image: image26.png]o=

2
F= 5 = F= 5 a= tgf=tg( - A=
go-tge

=1g4
T+igdiga





[image: image27.png]Como tg £=m, e tg@=m,, vem




[image: image28.png]



    Dependendo da posição das duas retas no plano, o ângulo [image: image29.png]


pode ser agudo ou obtuso. Logo:
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    Essa relação nos fornece o ângulo agudo [image: image31.png]


entre r e s, pois [image: image32.png]tgf2 0



. O ângulo obtuso [image: image33.png]


será o suplemento de [image: image34.png]


.
 Determine o ângulo agudo formado pelas retas r : 3x - y + 2 = 0 e s : 2x + y - 1 = 0.  resposta 45º

                                             Distância entre ponto e reta
   Dados um ponto P(x1, y1) e uma reta r:ax + by + c = 0, a distância entre eles (dpr)é dada por:
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Exemplo 

 Vamos calcular a distância, por exemplo, do ponto P(-1,2) à reta     r: x - 2y + 1 = 0.

Temos  P(-1, 2) = P(x1, y1),   a = 1,   b= - 2  e    c=1. Assim:
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Exercicio
1- Calcule a distância do ponto P(2, 6) à reta 3x – 4y – 2 = 0.

a) 32   b)10     c)  8    d)4     e)   2

2-  Calcular a distancia entre as retas paralelas   3x-y+4= 0    e   - 6x+2y-2= 0   (dica: encontrar um ponto P(x,y) qualquer pertencente a uma das retas, e calcular a distancia desse ponto  até a outra reta.)

       3-  Calcular a distância do ponto P à reta dada:

      a) P = (– 3, – 1), 3x – 4y + 8 = 0;     b) P = (3, 2), 5x – 5y + 2 = 0;

4.Determine o valor de “m” para que as retas 2x + 3y - 1 = 0 e mx + 6y – 3 = 0 sejam paralelas. 

b) 1           b)  2          c)- 4     d)- 6       e)  4

5. Escreva a equação da reta que passa pelo ponto P(3, -3) e é paralela à reta  2x – 3y -6 = 0.

a) 2x – y + 9 = 0

b) 2x – 3y – 15 = 0

c) 3x + 2y – 15 = 0

d) x – 2y + 9 = 0

e) 3x – 2y + 15 = 0

6.Determine a equação da reta que passa pelo ponto A(3, 2) e é paralela à reta 4x – y + 1 = 0.

a) y = 2x – 3

b) y = 4x – 10

c) y =  - x + 15

d) y = x + 5

e) y = - 4x +5

7.Escreva a equação da reta que passa pelo ponto P(1, 5) e é perpendicular à reta de equação  x + 3y - 12 = 0.

a) y = -2x – 1     b) y = x + 4   c)  y = - x – 12      d)y = 3x + 2    e)y = -x + 5

    8. Determine a  equação da reta que passa pelo ponto (-2,5) e é paralela à reta                   .       y=4x+3.  resposta y = 4x + 13. 
    9. Determine a distância do ponto P(1,2) à reta que passa pelos pontos (-1,1) e (3, 1). 
10 - Determinar a distância do ponto (3,-5) a cada uma das retas abaixo: 
a)x=2-3t e y=1+t       b ) x + y – 1 = 0               c) y = 2x + 1

11-Um pequeno empresário fabrica relógios de pulso,conforme tabela abaixo

	Nº de relógios encomendados por mês(x)
	Preço de    cada relógio(y)

	100
	75

	120
	70

	200
	50


Nessas condições pede-se : a) a equação que relaciona o o nº de relógios encomendados ,com o seu valor

b) qual   estimativa de venda , se o preço de   relógio for de R$ 80,00   Resposta 80

1-Determine a equação   da reta que passa pelos pontos (-1,2) e (3,-5), 

2- Os coeficientes angular e linear da reta 2y +6x-12 = 0 são:

3-Determinar o coeficiente angular da reta que passa por A(-2,-5)  e B(3,1)

4-Determinar o ponto de interseção entre as retas 3x+2y+3=0  e –2x-2y-2=0

5- Obtenha a equação da reta que passa por P(3,5)  e tem declividade m.=-2

6-Verificar se as equações 4x-2y-3=0   e   -10x+5y+9=0 são concorrentes ou paralelas

1-Determinar valor de k em –x+2y-1=0 e kx-5y-3=0 para que as retas sejam paralelas

2- Determinar a equação da reta que passa pelo ponto P (-1,-3) e é: perpendicular a equação       

    -2x+5y+6=0.

3- Determinar a distância  entre a reta (s) -4x+y-1=0 e o ponto P(1,-4)  

4 -Dada a equação paramétrica x= -3t+1   e y = t -2 , obter a equação geral  e o “c.angular”

5- Determinar o ângulo agudo formado entre as retas r e s , em cada caso.                                    a)  (r) 1x-2y+6 =0  e     (s) -4x-2y-1 = 0        b)  (r) x+2y-1=0   e     (s) 4x-3y+2=0      

6- Determinar a distância  entre as retas paralelas (s) 1x-3y+9=0 e (r) -4x+12y-12=0

7- Determinar a equação da reta que passa pelo ponto P (0,-2) e  tem c.a = -3/4          

Exercício I de geometria analítica

1- Determinar o ângulo agudo formado entre as retas r e s , em cada caso.(usar calculadora)

   a)  (r) 2x-2y+6 =0  e     (s) -4x+4y-1 = 0        b)  (r) –4x+2y-1=0   e     (s) 2x-5y-4=0                 

2- Determinar a distância  entre a reta (s) -2x+2y-6=0 e o ponto P(-3,1)  

3- Determinar a distância  entre as retas paralelas (s) 2x-3y-6=0 e (r) -8x+12y-12=0  

4 Determinar a equação da reta que passa pelo ponto P (4,-2) e é:

    a)  perpendicular a equação  3x-5y+1=0         b) paralela a equação y = -3x+1

5-  Dada a equação paramétrica x= 2t-2   e y = -t +5 , obter a equação geral

6- Determinar valor de k em –3x+2y-1=0 e 5x+ky-3=0 para que as retas sejam paralelas

Exercício II de geometria analítica

1-Determinar valor de k em –x+2y-1=0 e kx-5y-3=0 para que as retas sejam paralelas

2- Determinar a equação da reta que passa pelo ponto P (-1,-3) e é: perpendicular a equação       

    -2x+5y+6=0.

3- Determinar a distância  entre a reta (s) -4x+y-1=0 e o ponto P(1,-4)  

4 -Dada a equação paramétrica x= -3t+1   e y = t -2 , obter a equação geral  e o “c.angular”

5- Determinar o ângulo agudo formado entre as retas r e s , em cada caso.                                    a)  (r) 1x-2y+6 =0  e     (s) -4x-2y-1 = 0        b)  (r) x+2y-1=0   e     (s) 4x-3y+2=0      

6- Determinar a distância  entre as retas paralelas (s) 1x-3y+9=0 e (r) -4x+12y-12=0

7- Determinar a equação da reta que passa pelo ponto P (0,-2) e  tem c.a = -3/4          

Desenvolvendo o determinante obtemos: (ya-yb).x+(xa-xb).y + (xa.yb-xb.ya) = 0
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